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LOGIQUE & CALCUL

L'automate des chiffres

&n fixant des régles simples pour transformer une suite de chiffres
en une autre, Eric Angelini fait surgir un petit monde étrange et délicat.

Jean-Paul DELAHAYE

Cet article est écrit en hommage a Martin
Gardner quivient de mourirle 22 mai dernier
al'dge de 95 ans. Parmi mille autres sujets,
il fit connaitre I'automate cellulaire du Jeu
delaviedonton poursuit'étude
aujourd hui etauquelila consa-
cré plusieurs articles et
quelques chapitres de ses...
70livres ! La rubrique de ce mois
décrit un automate cellulaire "
unidimensionnel,comme le Jeu
de la vie au moment ot Martin
Gardner le faisait découvrir au
monde entier. On sait peu de
choses sur ce jeu, sinon qu'il
apparait prometteur et plein de ce mystére
mathématique que Martin Gardner savait
déceler partout et faire partager, avec un
infini talent et autant d'enthousiasme, aux
millions de gens qui le lisaient.

es bons divertissements
mathématiques se fondent
nécessairement sur des

idées simples n'exigeant

aucune connaissance abs-

traite. Les régles de base doivent, autant
que possible, donner lieu a des manipula-
tions combinatoires ou géomeétriques faciles
a exécuter: il faut que 'on s'amuse. Enfin,
des problémes naturels de toutes difficul-
tés doivent surgir sitot les principes fixés.
Ces problemes conduiront celui qui

s’y intéresse a y passer un peu de temps,
puis, s'il mord a ’hamegon, a y consacrer
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des heures, des jours, et pour certains la
vie entiére. Les flexagones (sujet du pre-
mier article de Martin Gardner dans Scien-
tific American, en décembre 1956), les
carrés magiques, les dissec-
tions géométriques, les sudo-
kus, le taquin sont de tels
divertissements mathéma-
tiques qui séduisent les curieux
et leur procurent de longs
moments de bonheur.

Eric Angelini est un amateur
inventif de jeux mathématiques.
Nous avons déja présenté cer-
taines de ses trouvailles, dont
une généralisation de I'idée de nombre
premier (La suite dulézard et autres inven-
tions, Pour la Science, mars 2007). Récem-
ment, il a introduit un automate cellulaire
dont I'étude se révele féconde, quoiqu’en-
core bienincompléte. Si prochainement, vous
ne savez pas quoi faire de quelques jours de
vacances, vous avez une occupation.

E. Angelini a baptisé son jeu SoupAuto-
mat.Ce nom a pour effet que sivous entrez
« SoupAutomat » dans un moteur de
recherche, parmiles pages résultats quivous
serontindiquées eta coté de celles que vous
attendez, vous en trouverez une proposant...
23 recettes de soupe aux tomates !

Donha Bise,

On part d’'un nombre ou d’'une série de
chiffres séparés par des espaces vides
(quelquefois symbolisés par des points] et

I'on en déduit une nouvelle série de chiffres
et de points.

La « loi de déplacement incrémenté >
indique que chaque chiffre pair se déplace
vers la droite d’autant d’espaces que sa
valeur, etestincrémenté avant de se poser:

J=0000 — OOLLLE
Pour les chiffres impairs, larégle estla

méme, mais le déplacement se fait vers la
gauche. Ainsi 3 devient 4:

LB B
-+ 3 2 1

Bien sar, le zéro reste sur place en se
transformanten 1:

ENCONEEL NN EEE

Notons que 9 devient 10, c’est-a-dire
deux chiffres occupant deux espaces:

L e
g 8 7 6 5 4 3 2 1 -g—
Siplusieurs chiffres arrivent surla méme

case, ils s'additionnent et sile total dépasse 9,
on I'écrit sur plusieurs cases comme ici:

—> 9
123 4 5 6 7 8

HONEEREEEE

[HEN

ANEEER RN EEn

Tout n'est pas terming, car il faut pré-
voir comment interagissent les nombres
(ayant éventuellement plusieurs chiffres)
arrivés sur chaque case. Considérons par
exemple deux cases cote a cote AB.

Imaginons que la ligne de départ envoie
le nombre 13 sur la case A (car par exemple
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il y avait un 6, six places a gauche, qui est
devenu7,etun 5, cing places a droite, quiest
devenu 6). De laméme fagon, la case B regoit 7
(caril y avait un B, six places a gauche).

— A -4—
12

OEEEEN | WEREGE

— B
el O]
1 2 3 4 5 6

Pour la nouvelle ligne, il faut « super-
poser » le 13 et le 7. E. Angelini propose
que la superposition se fasse en utilisantla
régle d’addition de la gauche vers la droite
avec retenues pour obtenir 110:

|
LI e I

Quand un total de colonne dépasse 9
(par exemple 12], on pose le 1 et I'on
retient 2, qu’on prendra en compte pour le
résultat de la case suivante vers la droite.

Cette régle d’addition estun peu étrange,
mais elle se justifie par le fait qu'elle est plus

Regards
=

facile a effectuer que 'addition usuelle (qui
va en arriére), et plus facile a programmer.

Pourvous entrainer, vous pouvez contro-
ler que latransformation suivante estjuste :

[ ellalle T s
!

O EEEEEE

Suivons maintenant le devenirdu 0 qui,
de génération en génération, produit le des-
sin d’une cascade infinie (voir la figure 1).

Les générations se suivent et dessinent des
motifs de plus en plus compliqués: O est la
source d’'une dynamique impénétrable.
Lallure générale de la cascade de
chiffres se décrit simplement: la ligne de
chiffres, au départ uniquement 0, s’élargit
petit a petit en méme temps qu’elle se
déplace lentement vers la gauche. Lélar-

gissement est régulier,de méme que le glis-
sement vers la gauche. La partie active, de
plus en plus large, est assez homogéne si
on l'observe d’assez loin.

Enutilisant d’autres configurations ini-
tiales, on obtient le plus souvent un com-
portement dynamique du méme type que
celui engendré par 0: élargissement régu-
lier et déplacement progressif vers la gauche.
Un raisonnement heuristique, c'est-a-dire
indicatif, mais non rigoureux, explique le
déplacement vers la gauche. Le voici:

— Les chiffres 2, 4, 6, 8 donnent leurs
résultats vers la droite avec un déplacement
moyen de (2+4+6+8)/4=5;

—les chiffres 1, 3,5, 7,9 donnent leurs
résultats vers la gauche avec un déplace-
ment moyen de (1+3+5+7+9)/5=5;

— puisqu’en moyenne le déplacement
estle méme, mais que cing chiffres vont vers
la gauche et quatre vers la droite, si la pro-
babilité d’obtenir un chiffre ne varie pas
tropd’unchiffreal’autre, ce quiest plausible,
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1. LA VIE DU CHIFFRE 0. L'entier 0, avec les régles de I'automate
cellulaire fixées par Eric Angelini, donne naissance a une dyna-
mique complexe dont il semble aujourd’hui impossible de déterminer
le développement précis (personne ne sait dire quel sera I'entier en
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ment vers la gauche.

téte a la génération mille milliards). L'allure générale de I'évolution
semble, en revanche, assez prévisible et caractérisée par un élar-
gissement régulier de la partie active s'accompagnant d'un déplace-
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2. VAISSEAUX. Un vaisseau est engendré par 4444...5555 (il est aussi
engendré par I'entier 4213). Il se reproduit identique a lui-méme a par-
tir de la génération 18......79, et se déplace alors de cinq cases toutes
les neuf générations. Les entiers 13, 1313, 131313, 13131313, 1313131313
engendrent chacun un vaisseau. Ce n'est pas le cas de 131313131313

on doit observer un déplacement général
de la partie active vers la gauche.

Pour I'élargissement régulier, des rai-
sonnements heuristiques du méme type
conduisent au résultat qu'en général, on
doit s’attendre aun élargissement du motif
au cours des générations.

Méme s'ils aident a comprendre et per-
mettent de prévoir des phénoménes numé-
riques trop complexes pour étre traités avec
une parfaite rigueur, les raisonnements
heuristiques produisent parfois des résultats
faux dans des cas particuliers, et, si on est
maladroit, des résultats qui peuvent étre en
totale contradiction avec I'observation.

Ici, aucune exception n'a jamais été trou-
vée au déplacement vers la gauche, mais
I'élargissement d’une configuration n'est
pas systématiquement vérifié. La confi-
guration proposée pour s’exercer a I'addi-
tion est justement un cas particulier ou
I'élargissement ne se produit pas: régulié-
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rement, laméme ligne revient décalée vers
la gauche (voir la figure 2).

Plus précisément: a partir de la ligne
18......79, toutes les neuf générations, le
méme motif réapparait déplacé de cing cases
vers la gauche. Cest ce qu'on nomme un glis-
seurou unvaisseau. Puisqu’on retrouve cycli-
quement toujours les mémes lignes,
I'élargissement cesse. Aujourd’hui, on ne
connait pratiquement rien de certain surles
propriétés globales de SoupAutomat. Une
multitude de questions se posent. Exami-
nons une a une les plus simples.

— Déplacement vers la gauche ?

On constate que toutes les configu-
rations, quelle que soit la ligne initiale,
se déplacent vers la gauche. Personne n'en
ajamais trouvé une quiaille vers la droite.
Rien n’interdit cependant qu’ily en ait. Rien
n'empéche non plus qu’'une démonstra-
tion mathématique établisse que toute
configuration glisse vers la gauche. Qui
saura résoudre cette énigme a I'apparence
élémentaire ?

— La vitesse de déplacement est-elle
toujours laméme ?

qui s'autodétruit rapidement (et détruit des vaisseaux posés devant lui).
Gilles Esposito-Farése a recherché systématiquement les vaisseaux: il
a pris tous les entiers de 0 a 250000 et en a calculé 120 générations. Il
atrouvé des vaisseaux de divers types. Plus de détails sur: http://www.cet-
teadressecomportecinquantesignes.com/AutomateNBRO3.htm.

Dans un cas typique, le centre de la par-
tie active, son coté gauche et son coté droit
se déplacent tous les trois. Il semble que,
pour chacun de ces trois repéres, le dépla-
cement se fasse avec une certaine régula-
rité. Peut-on le démontrer ? Peut-on au moins
donner des précisions de nature statistique
sur ces vitesses de déplacement ?

Attention: s'ily a des vitesses caracté-
ristiques, celles-ci ne concerneront pas
toutes les configurations, car les vaisseaux,
comme on va le voir plus loin, ont des
vitesses de déplacements variées. Des résul-
tats statistiques sur les vitesses de dépla-
cement ne seront vrais qu’en général,
avec des cas échappant a la regle.

— Vitesse maximale de déplacement ?

Pourlinstant, la vitesse de déplacement
la plus rapide observée est de sept cases
toutes les quatre générations, soit 7/4=1,75
(voirvaisseaux P4D—?). C'est trés inférieur
a la vitesse limite théorique qui est de
neuf cases par génération. Peut-on faire
mieux que 7/4 ? Peut-on démontrer qu'on
ne fera pas mieux ? Mémes questions
pour la vitesse minimale.
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— Densité des zones actives ?

Les zones actives présentent un
aspect général assez uniforme. Quels sont
les parametres de ces zones : densité
moyenne des cases non vides, moyenne
des valeurs prises, répartition égale ou
non entre les chiffres ? Tout reste a faire
au sujet de la « physique statistique »
de ce monde.

Venons-en a ce qui pour l'instant est le
mieux connu: les vaisseaux.

Le premier vaisseau identifié I'a été par
Douglas McNeil et est particuliérement simple
puisquil provient de l'entier 13 (voirla figure 2.
Comme celui déja rencontré plus haut, c'est
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un vaisseau qui se déplace de cinq cases
vers la gauche toutes les neuf générations.
Nous dirons que c’est un vaisseau de type
P9D-5 (période 9, déplacement —5).

Les entiers 1313, 131313, 13131313 et
1313131313 engendrent aussi des vaisseaux
de type PID-5, mais pas 131313131313 qui
redonne le schéma standard d’un élargis-
sement progressif.

Les études de Douglas MacNeil et Gilles
Esposito-Farése ont permis d’identifier
six types de vaisseaux: P9D-5, P16D-11,
P6D-6, P4D—7, P26D-15, P18D—-10. On ne
sait pas s'il existe d’autres types de vais-
seaux, ni s'il existe une infinité de types de
vaisseaux différents. Notons bien que les
recherches entreprises jusqu’a présent n'ont
jamais permis de découvrir de motifs pure-
ment périodiques (vaisseaux immobiles),

ni de vaisseaux se déplagant vers la droite.
Enrevanche, on connait une méthode,
mise au point par G. Esposito-Farese, qui
donne des vaisseaux aussi longs que l'on
veut et quine consiste pas seulementadis-
poserassez éloignés les uns des autres des
vaisseaux identiques (voir la figure 3].

Notons une chose remarquable : puisque le
comportement des configurations quis’élar-
gissent n'est pas compris dans le détail,
on n'est jamais certain que ces configura-
tions continuent toujours de s'élargiret que
le nombre de chiffres quelles contiennent
augmente sans limites. Dans chaque cas
particulier, il est possible que la séquence

b 71707514

3.VAISSEAUX allongeables et vaisseaux Gardner. L'entier 28202020209
estun motif de vaisseau allongeable, ce qui veut dire que collé a lui-méme
plusieurs fois, il donne toujours un vaisseau (a]. Ce motif découvert par
Gilles Esposito-Farése permet d'affirmer qu'il existe des vaisseaux de
taille aussigrande qu'on le veut. En partant des chiffres de la date de nais-
sance de Martin Gardner, le 21 octobre 1914, ce qui donne 21101914 (répé-
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tée, b), on trouve des motifs de base de vaisseau allongeable avec 13......
(13 suivi de six espaces] (c]. En I'nonneur de Martin Gardner, nous bap-
tiserons vaisseaux Gardner tous les vaisseaux composés en mettant cote
acote des séquences de laforme 13... On ne sait pas caractériser les vais-
seaux Gardner, c’est-a-dire indiquer avec précision quels assemblages
de 13 et de ... donnent des vaisseaux.
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4. UN ENTIER SINGULIER, 887, produit a lui
tout seul deux vaisseaux qui s'éloignent I'un de
I'autre sans interagir, ce qui garantit que la lar-
geurde la ligne s'accroit infiniment. C'est un pre-
mier pas vers la démonstration qu'il existe des
lignes de départ dont le nombre de chiffres s'ac-

5. DEUX VAISSEAUX en donnent deux autres:
c’estune magnifique découverte de Gilles Espo-
sito-Farése. Les deux vaisseaux engendrés
par les deux nombres 29452 et 46811 séparés
de 60 espaces se rencontrent, et de leur inter-
action naissent deux nouveaux vaisseaux qui

croit sans borne (pour l'instant, on ne sait pas  s'écartent I'un de l'autre.

démontrer rigoureusement ce résultat).

P

j g5
(O AN A kA
BEAAR ,'I?’-"‘min !

3 be.
S PO

6. DEPLACEMENTVERS LA DROITE. On n'a trouvé jusqu’a maintenant aucun vaisseau se dépla-
cant vers la droite. Cela n'interdit pas de faire se déplacer de I'information vers la droite. Une
facon contrdlée de faire circuler de I'information vers la droite est de placer un vaisseau infini
vers la droite qui crée un substrat régulier, et de faire réagir un entier (ici 0) avec ce substrat. La
rencontre dont on peut programmer l'instant en éloignant plus ou moins I'entier du substrat
régulier engendre une onde dans le substrat régulier. Cette onde, dans certains cas, se déplace
avec régularité. Dans I'exemple donné ici, I'onde de désintégration se déplace vers la droite a
une vitesse de 77 cases toutes les 99 générations trés précisément, et constitue donc un pseudo-
vaisseau se déplagant vers la droite.
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devienne un vaisseau au bout d’'un certain
temps : cela semble peu probable, mais com-
ment le démontrer ? Au final donc, on ne
connait aucune configuration dont on soit
mathématiquement certain que son nombre
de chiffres augmente toujours: on le voit
expérimentalement dans une majorité
des cas, mais on ne sait jamais le démon-
trer. Qui saura établir définitivement que
certaines lignes de départ provoquent un
accroissement sans borne du nombre de
chiffres présents sur les lignes ?

Une piste se trouve peut-étre dans la
dynamique étonnante engendrée par 'en-
tier 887. Ce nombre produit deux vais-
seauxde types différents quis’écartent 'un
de l'autre (voir la figure 4].

La largeur de la ligne active augmente
donc infiniment et cest mathématiquement
sGr du fait de la périodicité des comporte-
ments, mais ce n'est pas le cas du nhombre
de chiffres de la configuration.

Pour résoudre cette énigme, il faudrait
trouver 'équivalent du fameux lance-glis-
seur du Jeu de la vie : une configuration qui
lance périodiquement un vaisseau s’éloi-
gnant de la partie centrale de la configura-
tion, elle-méme présentant un comportement
de vaisseau. Qui trouvera le lance-glisseur
de SoupAutomat ?

Quelques merveilles

Parmiles jolies choses découvertes au sujet
des vaisseaux, en voici quatre, dues tou-
jours a G. Esposito-Farese::

—Levaisseau4...3.8.......7..6...9510....2
utilise chaque chiffre une fois etune seule.
On ignore si on peut faire plus court, mais
c’est sans doute possible.

—Larencontre de vaisseaux ayant des
vitesses différentes ne donne le plus sou-
vent que le schéma typique d'élargissement
chaotique avec déplacement vers la gauche.
Un cas intéressant a cependant été trouvé
de deuxvaisseaux donnant naissance a deux
nouveaux vaisseaux [voir la figure 5).

— Méme si aucun vaisseau connu ni
aucune ligne de départ connue ne vont vers
la droite, il est possible de faire se dépla-
cer de I'information vers la droite de ligne
en ligne. Une premiére méthode consiste
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a prendre comme génération initiale une
ligne infinie 010101010101... Cette ligne
se reproduit elle-méme toutes les huit géné-
rations, sauf pour le début qui, déstabilisée,
provoque une onde de chaos qui se déplace
vers la droite et envahit la ligne.

Une autre méthode, un peu mieux
contrdlable consiste a créer une ligne infi-
nie vers la droite en répétant sans cesse
28202020209. Ce vaisseau infini (car c’en
est bien un) constitue une sorte d'espace
régulier dans lequel on peut faire circuler
une information vers la droite. Pour cela, on
place a I'avant de cet espace régulier un
motif banal (par exemple un 0 ou un vais-
seau).De maniére contrdlée et différée, on
provoque la destruction du vaisseau infini
avec, comme précédemment, une onde
de chaos se déplacant rapidement vers la
droite. Si on place un 0 a 13 cases de dis-
tance du vaisseau infini, 'onde de des-
truction est réguliere et désintegre le
vaisseau en créant un motif de destruction
périodique avangant précisément ala
vitesse de 99 cases toutes les 77 généra-
tions (voir la figure 6]. Il S'agit d'une sorte
de vaisseau laissant des saletés derriere
lui (dénommé « puffeur» auJeu de la vie).

Puisqu’une ligne composée de chiffres
et de points constitue un départ possible
pour une cascade, on peut s’intéresser
aux dates en format JJ.MM.AA. Les dates
qui produisent des vaisseaux sont sans
doute particuliérement importantes.

Pour 'année 2001, on en trouve trois:
20.05.01,13.06.01 et 11.08.01.Onne trouve
donc pas le 11.09.01 quiconduitaune banale
cascade chaotique. Les Nostradamus contem-
porains qui révaient de moderniser leurs
méthodes seront peut-étre décus... a moins
qu'ilsapprennenta déchiffrer le chaos engen-
dré par la majorité des dates et en tirent des
prédictions. Une science ésotérique de type
astrologie naitra peut-étre de SoupAutomat ?

On sait que le Jeu de la vie (automate cel-
lulaire bidimensionnel] possede un pouvoir
computationnel universel: on peut y pro-
grammer tout calcul moyennant 'élabora-
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tion d'une bonne configuration de départ.
On sait aussi que certains automates uni-
dimensionnels ont ce méme pouvoir de cal-
cul universel. La démonstration en a été
donnée en 2001 par Matthew Cook pour I'au-
tomate 110 quine comporte que deux sortes
de cellules, O et 1 (alors que SoupAutomat
en comporte 11). Le devenir d’une case a
la génération n ne dépend que de son état
alagénérationn—1etde'état de ses deux
voisines a la générationn — 1.

Une case contenant un O entouré de
deux0alagénérationn—1contiendraun0
a la génération n, ce que l'on note 000-0.
Lensemble des régles de 'automate est
donné par le tableau suivant :

000001010011 100 101 110 111

0 11 1 0 1 1 O

La démonstration de M. Cook utilise des
vaisseauxet desinteractions entre vaisseaux.
Avec SoupAutomat, il semble que nous soyons
dans une situation aussi riche, et il est donc
probable que SoupAutomat possede lui aussi
un pouvoir computationnel universel. Avant
d'obtenir ce résultat, il faudra d'abord progresser
et comprendre tres finement toutes les
interactions entre vaisseaux.

Note a propos d’un article ancien
Dans la rubrique Logique & Calcul de mars 2007,
oujévoquais lesinventions récréatives d'Eric
Angelini, je présentais sa suite du |ézard.

Elle commence ainsi:

§S=0100010100100001010
oooc110100000..,
et posséde la double propriété : (a] en pre-
nant un élément sur trois (en rouge], on
obtient S a nouveau, et (b] ce quireste (en
noir] est encore la suite S. Noté de fagon
symbolique, Svérifiedonc:S=5/3=5-5/3.

On posait la question de savoir sila suite
du lézard est périodique a partir d’'un cer-
tain point, question non résolue au moment
ou l'article était rédigé.

Le probleme a été résolu négativement
parun lecteur dans le cas général ou 3 est
remplacé parun entier k quelconque supé-
rieur ou égal a 3. Lambert Rosique, qui est
étudiant en mathématiques a Marseille, pro-
pose sa démonstration dans un document
déposé sur:

http://lambertrosique.free.fr/fractale.pdf

Jean-Paul DELAHAYE

est professeur a I'Université
de Lille et chercheur

au Laboratoire d’informatique
fondamentale de Lille (LIFL).
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